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Szeregi Fouriera.

Koncepcja transformaty zwanej transformatą Fouriera pojawiła się w roku 1810. Jej twórcą był Jean Fourier (1768-1830). Odkrył on mianowicie, że za pomocą funkcji sinus i cosinus można przedstawiać inne funkcje. Są to funkcje harmoniczne, stąd mówimy również o analizie harmonicznej. Odgrywa ona szczególną rolę w teorii sygnałów i jest podstawą teoretyczną tzw. analizy częstotliwościowej. Sygnał jak wiadomo możemy badać zarówno w dziedzinie czasu jak i w dziedzinie częstotliwości. Podejście częstotliwościowe jest w wielu przypadkach dogodniejsze od czasowego i wnosi szereg nowych informacji.
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Fourierowska dekompozycja sygnału na sumę funkcji harmonicznych y(t) = sin(2(t30) + sin(2(t60) + 2*sin(2(t100) o częstotliwościach 30, 60 i 100Hz. 
Najprostszy sygnał opisany funkcją sinus, czyli sygnał harmoniczny charakteryzują trzy parametry:

x(t) = amplituda ( sin(2( ( częstotliwość ( t + faza początkowa),

czyli inaczej:
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Wielkość 
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Sygnał opisujemy również za pomocą tzw. fazorów. Fazor to wektor na płaszczyźnie Gaussa, czyli płaszczyźnie zespolonej, reprezentujący wielkość sinusoidalną zmienną w czasie. Weźmy pod uwagę tożsamość Eulera:
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gdzie 
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i stąd mamy:
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 oraz, 
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Dla sygnałów dyskretnych ( = (t + ( ( ( = n(Ts + (, gdzie Ts jest okresem próbkowania, natomiast n = 0, 1, 2, ..., N – 1.

Wektor 
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, czyli fazor porusza się na płaszczyźnie zespolonej po okręgu o promieniu A, z prędkością kątową (, w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara. Fazor 
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 porusza się w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara. Funkcje sinus i cosinus mogą więc być wyrażane za pomocą sumy dwóch fazorów. Dla naszego sygnału x(t):
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natomiast sygnał:
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Okazuje się, że możemy opisać jakikolwiek złożony, periodyczny sygnał jako sumę wielu fazorów. Inaczej mówiąc, jeżeli sygnał x(t) jest sygnałem okresowym o okresie ( tzn.: 

x(t + () = x(t),

może być zdekomponowany na sumę funkcji harmonicznych sinus i cosinus. Z okresowością sygnału jest związana jego nieskończona długość. Okres ( jest bardzo ważną wielkością, możemy przy jego pomocy wyznaczyć podstawową częstotliwość sygnału f0 oraz (0 czyli podstawowa częstotliwość kołową.
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Podsumowując, dowolny sygnał okresowy możemy więc przedstawić za pomocą wzoru:
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Oznacza to, że fazory mają częstotliwości będące wielokrotnościami częstotliwości podstawowej f0, lub kołowej (0 sygnału. Powyższy wzór nosi nazwę szeregu Fouriera, jego sumy częściowe to wielomiany trygonometryczne. W praktyce każdy periodyczny sygnał możemy przedstawić przy pomocy skończonego szeregu Fouriera, jeżeli tylko N jest wystarczająco duże:
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Wzór powyższy możemy zapisać w postaci dyskretnej:
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gdzie Ts jest okresem próbkowania.

Jeżeli funkcja zmiennej t ma okres (, to dokonując podstawienia: 
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otrzymujemy funkcję zmiennej x o okresie 2(. 

Iloczynem skalarnym dwóch funkcji f i g o wartościach zespolonych i mających okres 2( nazywamy wyrażenie:
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Przez gwiazdkę oznaczono wartość sprzężoną liczby zespolonej. Dwie funkcje są względem siebie ortogonalne w danym przedziale, jeżeli ich iloczyn skalarny w tym jest równy zeru.


Można udowodnić twierdzenie (Björck, Dahlquist, Metody numeryczne, PWN, Warszawa, 1987), że funkcje 
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 (n = 0, (1, (2, (3, ...), są funkcjami ortogonalnymi w przedziale [-(, (] tzn.:
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Jest to przypadek ciągły. Ortogonalność dowodzi się zarówno dla przypadku ciągłego jak i dyskretnego. Jak wiadomo z teorii przestrzeni wektorowych, funkcje układu ortogonalnego są niezależne liniowo, tworzą więc bazę. Dla przedziału [-(, (] takimi funkcjami (zwanymi inaczej ciągami ortogonalnymi) są:

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, cos3x, sin3x, ...., cosnx, sinnx, ... .

Funkcje sin(2(nf0t) i cos(2(nf0t) są ortogonalne w dowolnym przedziale czasowym o długości równej okresowi odpowiadającemu częstotliwości podstawowej f0. Dzięki ortogonalności nadają się dobrze do reprezentacji sygnałów. Mają one oczywiście swoje wady i to wady dość poważne. 


Częstotliwości f0, 2f0, 3f0, ..., to odpowiednio pierwsza harmoniczna, druga harmoniczna, trzecia harmoniczna itd. Dla n = 0, sin(2(nf0t) = 0, cos(2(nf0t) = 1, otrzymujemy pierwszy element rozwinięcia, element o wartości 1, przyporządkowywujemy go tzw. zerowej częstotliwości (DC – component).


Aproksymacja jakiegokolwiek sygnału szeregiem Fouriera jest najlepsza w sensie najmniejszych kwadratów dla danej, ustalonej liczby składowych harmonicznych. Ze względu na ortogonalność funkcji bazowych, przy zwiększaniu liczby tych składowych, nie musimy obliczać poprzednich, ich wartość nie ulegnie zmianie. Jest to bardzo ważna cecha analizy fourierowskiej. 

Na koniec trzy uwagi:

1. Sygnał aby mógł być aproksymowany wielomianami trygonometrycznymi musi spełniać pewne warunki, warunki Dirichleta. Będzie o nich mowa później na wykładzie poświęconym transformacie Fouriera.

2. Współczynniki rozwinięcia mogą być obliczane przy wykorzystaniu tzw. regresji Fouriera przez rozwiązywanie układu równań liniowych. Dla większej liczby składowych harmonicznych n > 10 efektywniejsza i bardziej dokładna jest transformata Fouriera.

3. Często badane sygnały nie są sygnałami okresowymi i mają skończoną długość, również tu lepsza w ich analizie jest transformata Fouriera.
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